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요 약

현재의 기계학습 모델에서는 경사하강법에 다양한 목적함수와 그의 미분을 사용한다. 일부 연구는 목적함수와 옵티
마이저에 분수계 미적분을 적용할 때의 성능 변화를 조사하고, 분수계 미적분을 경사하강법에 적용하였을 때 특정 조건
하에서 극솟값이 없음을 보이며 그 필요성을 주장하고 있다. 본 논문에서는 볼록함수에 시계열 분수계 경사하강법을
적용하여 알고리즘화하였고, 최솟값으로의 최적화가 불가능하단 것을 가장 간단한 볼록함수에 적용하여 수학적으로 증
명하고 실험으로 검증하였다. 이러한 결과는 분수계 미적분을 사용하는 모델의 최적화 가능성을 보장하기 위해 주어진
목적함수에대해서추가적인수학적분석이필요함을시사한다.

1. 서론

현재의 기계학습 모델들은 다양한 방식으로 목적함수를 최소

화하도록설계되어있다. 미분가능한목적함수를 f(·)라고하였
을때,매개변수 x을다음과같이반복적용하는

xt+1 = xt − η
df

dx
(xt), η > 0 (1)

경사하강법 알고리즘은, 매개변수 x를 t에 관한 함수로 여겨 이

에대한도함수가 df
dx (x(t))와같다는다음미분방정식형태의수

식을이산화한것으로볼수있다:

d

dt
x(t) = − df

dx
(x(t)). (2)

경사하강법은이방정식의해를통해 f(·)의최솟값을나타낼수
있는매개변수 x를찾는것을목표로둔다. 하지만 (2)는목적함

수가 최솟값뿐만이 아닌 극솟값에서도 수렴하기에 현재 학계에

선이문제를해결하기위해경사하강법에Adam, RMSProp, Mo-

mentum등의휴리스틱(heuristic)을적용하여사용하고있다[1].

이러한 시도와 함께 등장한 것 중 하나가 분수계 미적분학의

적용이었다. 목적함수와 옵티마이저(Optimizer)에 분수계 미분

을 적용하여 가변한 미분계수를 통해 기계학습 모델 내의 조절

할수있는하이퍼파라미터(hyperparameter)를늘리는효과가있

다[2, 3]. 또한,수학적분석을통해특정조건을만족한다면경사

하강법에분수계미분을적용하였을때극솟값으로수렴하지않

고 최솟값을 향해 수렴한다는 연구 결과들이 존재한다[4]. 하지

만분수계미분이적용된경사하강법의수렴성과최적화연구는

대부분 (2)의 우변을 분수계 미분으로 변경하여 이루어졌다. 좌

변, 즉 시간변수의 미분에 분수계 미적분학을 적용하는 연구[5]

는많지않다.

따라서, 본 논문에선 시간변수에 대한 분수계 미분을 적용한

경사하강법의 알고리즘화를 연구하고, 이를 바탕으로 일반적인

볼록함수에서의 시계열에 대한 분수계 경사하강법의 수렴 특성

을 조사하려고 한다. 특히, 본 논문 2장에서는 분수계 미적분의

여러정의중Caputo의정의[6]를활용한시간변수의분수계미분

경사하강법을제안하고, 3장에서는볼록함수 f(x) = x를목적함

수로채택하더라도해당알고리즘이보편적인종료조건에서최

솟값으로최적화되지않는것을수식과실험으로검증하였다.

2. 분수계미분과경사하강법

2.1 분수계미적분의두가지정의및특징

분수계 미적분학은 통상적인 정수 n번의 미분과 적분을 실수

α번으로확장한개념으로서,다양한정의들이있다[7]. 이중자

주 사용되는 정의는 Riemann-Liouville의 정의와 Caputo의 정의

이다. 이두정의모두주어진함수 g(·)가구간 [a, T ], T > a에서

연속이고, n− 1 < α < n, n ∈ N일때를가정한다.

Riemann-Liouville의분수계미분의정의는다음과같다:

RL
a Dα

x g(x) =
1

Γ(n− α)

dn

dxn

∫ x

a

(x− s)n−1−αg(s)ds. (3)

이는 함수 g(·)에 대해서 n − α번만큼 적분한 다음, n번 만큼 미

분하는것이다. 이때, Γ(·)는감마함수이다.

반면 Caputo의분수계미분의정의는다음과같다:

C
a D

α
x g(x) =

1

Γ(n− α)

∫ x

a

(x− s)n−1−α d
ng

dsn
(s)ds. (4)

이는 Riemann-Liouville과다르게 n번의미분이후,함수를 n−α



번만큼 적분한 것을 볼 수 있다. 이런 차이로 인해 Caputo의 정

의는 상수함수 g(x) = K를 미분했을 때 0이 되지만 Riemann-

Liouville은
RL
a Dα

xK =
Kx−α

Γ(n− α)

위식과같은결과를보이게되어상수함수를한번미분하면 0이

된다는 기존 미적분학과 다른 결과를 낸다. 이러한 차이로 인해

Caputo의 정의가 Riemann-Liouville보다 기존 미적분학의 성질

을잘따른다고평가를받고,이때문에현재공학과기계학습모

델에서는 Caputo의정의가많이사용되고있다[8].

반면,분수계적분은두가지정의모두동일하게다음과같다:

aI
α
x g(x) =

1

Γ(α)

∫ x

a

(x− s)α−1g(s)ds.

2.2 Caputo분수계미분을이용한경사하강법

본장에선, Caputo의분수계미분의정의를사용하여시간변수

의분수계미분을적용한경사하강법알고리즘을설계한다. α ∈
(0, 1)일때 (2)의좌변에 Caputo의분수계미분을적용하면

C
a D

α
t x(t) = − df

dx
(x(t)), α ∈ (0, 1). (2∗)

이식의좌변을분수계미분의정의(4)를사용해전개하여

1

Γ(1− α)

∫ t

a

(t− s)−αx′(s)ds = − df

dx
(x(t)),

이후해당식에서양변을 α만큼 t에대해적분하고,좌변에 [9]의

결과를적용하면

aI
α
t

1

Γ(1− α)

∫ t

a

(t− s)−αx′(s)ds = −aI
α
t

df

dx
(x(t)),

aI
α
t aI

1−α
t x′(t) = aI

1
t x

′(t) = −aI
α
t

df

dx
(x(t)),

처럼좌변을 1계적분으로정리할수있다. 이를계산하면,∫ t

a

x′(s)ds = − 1

Γ(α)

∫ t

a

(t− s)α−1 df

dx
(x(s))ds,

x(t)− x(a) = − 1

Γ(α)

∫ t

a

(t− s)α−1 df

dx
(x(s))ds.

이를통해 (2∗)를경사하강법알고리즘의미분방정식형태인 (2)

와같이표현해보면다음과같다:

d

dt
x(t) = − 1

Γ(α)

d

dt

∫ t

a

(t− s)α−1 df

dx
(x(s))ds. (5)

이렇게구한 d
dtx(t)을이산화하여 (1)처럼반복계산하면,좌변에

분수계미분이적용된경사하강법알고리즘이구성된다.

3. 최적화불가능성에대한수학적검증

이번 장은 (5)에 목적함수 f(x) = x를 적용해 해당 함수에서

경사하강법이 최적화되지 않음을 수학적으로 증명하고자 한다.

해당 목적함수는 실수 전체에서 정의된 함수이고 a가 바뀐다고

해도동일한결과를보일수있으니,계산의편의상 a = 0로설정

하겠다. 이를전부반영하여 (5)을전개하면:

d

dt
x(t) = − 1

Γ(α)

d

dt

∫ t

a

(t− s)α−1 df

dx
(x(s))ds

= − 1

Γ(α)

d

dt

∫ t

a

(t− s)α−1ds

= − 1

Γ(α)

d

dt

1

α
tα.

이를통해 (2∗)을해당목적함수에서 (2)와같이표현하면다음과

같이표현된다.
d

dt
x(t) = − 1

Γ(α)
tα−1. (6)

이때, a의 값이 변경된다면 t대신에 t − a가 들어가게 되고 이는

(6)의결과를 t에대해평행이동한것과같다.

보편적인경사하강법은주어진 ϵ > 0에대하여,∣∣∣∣ ddtx(t)
∣∣∣∣ ≤ ϵ (7)

를 만족하면, ‘매개변수의 변화가 없다,’ 즉, ‘목적함수의 극솟값

에도달했다’고판단하여위식을만족하는 x에서훈련을멈추게

된다. 목적함수 f(x) = x의 경우, 경사하강법이 함수의 최솟값

으로최적화되려면 x → −∞로발산해야하기때문에 (7)의조건

을만족하지않아야한다. 하지만 f(x) = x의경우종료조건을

만족하는분수계경사하강법의 t값은,∣∣∣∣− 1

Γ(α)
tα−1

∣∣∣∣ ≤ ϵ

이므로,정리하여서

t ≥
(

1

Γ(α)ϵ

)1/(1−α)

을만족하는 t에서멈추게된다.

그림 1은범위내 α에서 x′(t)를시각화한그림들이다. 그래프

의점선은 ϵ = 10−2을나타내고,그림의빨간점이후로 (7)을만

족하여 경사하강법이 멈추게 된다. 그림 2는 실제 α = 0.3에서

(2∗)를 이산화하였을 때 매개변수 x가 어떻게 이동하는지 시각

화한 것이다. 각 빨간 점들은 이전 x에서 30번의 경사하강을 거

친 다음의 x이다. 모든 점에서 f(·)의 미분계수가 1로 같음에도

불구하고빨간점들의간격이점점좁아짐을볼수있다. 하지만

f(x) = x는최솟값이 −∞로발산하고극솟값또한존재하지않
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그림 1: 다양한 α에서의 x′(t)

기에경사하강법이멈춘곳은목적함수의최솟값이될수없다.

비록, x(t)는수학적으로다음과같이표현되어,

x(t) = x(0)− 1

αΓ(α)
tα

t → ∞에따라발산하지만,이산화를통한알고리즘에선그림 1

에서볼수있듯이주어진종료조건에서 t가멈추게되므로최적

화될수없다. 이를통해시계열에분수계미적분을적용한경사

하강법에선 단순한 볼록함수와 보편적인 종료조건에서 최적화

될수없음을보였다.

4. 결론

본논문은시계열에대한분수계경사하강법을적용하였을때,

이를 이산화하여 알고리즘화하는 방법을 제시하였고 이를 간단

한 볼록함수 f(x) = x를 통해 수식화하였다. 이와 함께 α ∈
(0, 1)계미분에선해당경사하강법이보편적인종료조건에서최

솟값으로최적화되지않는다는것을시각화하였다.

이러한 경사하강법의 최적화 불가능성은 매개변수가 다양해

질수록,목적함수가복잡해질수록더커질것이다. 이를통해기

존의 경사하강법에 분수계 미적분을 도입한 모델들을 사용하면

서최적화가보장되는조건을찾는수학적인분석이필요할것임

을시사한다.
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